
4 Avant-propos

Fourier proposée commence par le cas L1 puis exploite un argument de densité de
l’algèbre de Wiener pour étendre la transformée de Fourier sur L2. La résolution de
l’équation de la chaleur dans tout l’espace illustre et motive ce propos. Enfin, le vo-
lume se clôt par un chapitre technique s’intéressant à certaines questions de compacité
dans les espaces Lp. De nombreux exercices sont proposés en fin de chaque chapitre ;
cette édition augmentée donne l’occasion d’en détailler les solutions. On y apporte
aussi des commentaires de contexte ou de motivation. Le cas échéant des clarifications
pourront être apportées sur simple requête à thierry.goudon@inria.fr. L’exposé
présuppose assimilées les techniques de base d’analyse du début du premier cycle uni-
versitaire et notamment un minimum de dextérité avec les notions de topologie et la
manipulation de suites de fonctions qui est ici poussée à un stade avancé. La lecture
peut être complétée par celle d’excellents documents sur le même sujet, présentant
parfois des approches différentes : en particuler on recommande [4, 7, 8, 18, 20, 39]
qui ont fortement inspiré la rédaction de cet ouvrage. Pour aller plus loin, il est cer-
tainement instructif de se plonger dans la lecture de références classiques d’analyse
comme [13, 35, 42] ou plus spécialisés par exemple sur les questions de théorie de la
mesure [15], d’analyse fonctionnelle [36] et ses applications [6, 14].

Cette édition augmentée est complétée par des exercices corrigés. Ceux-ci sont de
forme et de nature variées. On y trouve des exercices de � prise en main � des
notions, des compléments du cours et des problèmes dont la résolution est de plus
longue haleine.
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1.1 Rappels sur l’intégrale de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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6.5 Problèmes et exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352
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7.1 Compléments d’analyse fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
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A Théorème de Stone-Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 445

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451

9782340-057234_001_485.indd   69782340-057234_001_485.indd   6 24/06/2021   09:4024/06/2021   09:40



6 Table des matières

5 Espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
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5.6 Problèmes et exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

6 Transformée de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
6.1 Transformée de Fourier dans L1(RN ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
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7 Théorèmes de compacité dans les Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
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A Théorème de Stone-Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 445

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451

9782340-057234_001_485.indd   79782340-057234_001_485.indd   7 24/06/2021   09:4024/06/2021   09:40



8 Table des matières

Liste des exercices et problèmes
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4.1 Intégrales à paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
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4.16 C est algébriquement clos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
4.17 Approximation dans L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
4.18 Comportement de suites dans Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
4.19 Interpolation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
4.20 Convolution dans Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
4.21 Normes Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
4.22 Un résultat de convergence dans Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
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2.16 Remarques sur les fonctions intégrables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
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Chapitre 1

Introduction

The beginner should not be discouraged if he finds that he
does not have the prerequisites for reading the
prerequisites. Paul Halmos

1.1 Rappels sur l’intégrale de Riemann

Le concept d’intégrale repose sur la notion d’aire : soit f une fonction continue sur
l’intervalle [a, b] ⊂ R, à valeurs positives, alors la quantité

∫ b

a

f(x) dx

s’interprète comme l’aire du domaine

D = {(x, y) ∈ R2, a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.

Plus généralement, si les variables x, y sont liées à des grandeurs physiques, l’intégrale
a une signification physique induite par ces grandeurs (énergie, travail, aire,...).

En 1853, B. Riemann a introduit une définition rigoureuse de l’intégrale de la
manière suivante. On considère une fonction f : [a, b] −→ R. On introduit une subdi-
vision de l’intervalle [a, b] :

a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b

de pas
h = sup

{
|xi − xi−1|, i ∈ {1, ..., n}

}
.

(On notera que le pas h et le nombre n de points de la subdivision sont intimement
liés : pour une subdivision régulière h = (b− a)/n et xi = a+ ih). On pose alors

Ih =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

où ξi est un point choisi dans [xi−1, xi]. L’intégrale
∫ b

a
f(t) dt est définie comme étant

la limite, si elle existe indépendamment du choix des ξi, de Ih quand h tend vers 0.
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