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Chapitre 1

La récurrence

La notion d’entier naturel nous est familière depuis notre enfance puisque
c’est avec les nombres 1, 2, 3 ... que l’apprentissage numérique débute en CP ou
en grande section de maternelle. Jusqu’au XIXe siècle cette perception intuitive
des entiers suffisait au mathématicien.

Avec l’invention de la théorie des ensembles, le mathématicien Richard De-
dekind (1831-1916) et le mathématicien logicien Guiseppe Peano (1858-1932)
ont établi une définition axiomatique et une construction rigoureuse de l’en-
semble N des entiers naturels, notamment grâce aux axiomes de Peano dont
les formulations sont :

Axiome 1 : Tout entier naturel n admet un successeur qui est n+ 1.

Axiome 2 : 0 ∈ N.

Axiome 3 : Si A est une partie de N telle que :

� 0 ∈ A, et

� si n ∈ A, alors n+ 1 ∈ A,

alors A = N.

Ce dernier axiome est connu sous le nom de "principe de récurrence".

Il est aussi possible de définir N à travers une axiomatique s’appuyant sur
l’ordre qui est défini sur cet ensemble par la relation ≤. Ainsi nous énonçons :

Axiome 4 : N n’a pas de plus grand élément.

Axiome 5 : Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

En nous appuyant sur ce dernier axiome, nous allons prouver que le principe
de récurrence (Axiome 3) énoncé ci-dessus peut quitter le statut d’axiome et
être démontré.

1
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