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Chapitre

des autres : le taux de chomage dépend du

taux de croissance de I’économie (et de bien
d’autres facteurs), le profit des entreprises dépend du
niveau de la consommation, etc. C’est pourquoi les
économistes ont besoin de savoir analyser des varia-
bles quantitatives et la facon dont elles dépendent
les unes des autres. Cela nécessite de connaitre
I’analyse mathématique des fonctions et de leurs
propriétés.

I es variables économiques dépendent les unes

LES GRANDS
AUTEURS

ne méprise presque rien. »

|'harmonie de I'univers.

Les fonctions les plus simples sont les fonctions
d’une seule variable réelle. Nous commencons leur
étude dans ce chapitre. Comme toutes les mathéma-
tiques modernes sont fondées sur la théorie des
ensembles, il est utile de débuter par un rappel sur
ce sujet. Enfin, nous abordons ici les raisonnements
par récurrence. Ils peuvent étre nécessaires quand
on veut montrer qu’une propriété qui dépend d’un
entier n est vraie pour toute valeur de cet entier.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

G.W. Leibniz était un esprit universel. Docteur en droit, il s'intéressa a toutes sortes
de disciplines : physique, logique, philosophie, mathématiques. Il disait en effet : « Je

En physique, il inventa le concept d'énergie cinétique, sous le nom de « force vive ».
En logique, il voulait créer une langue universelle qui serait entiérement logique.
Son systeme philosophique original cherchait a dépasser tout dualisme et a montrer

En mathématiques, il est le premier a avoir utilisé le terme de « fonction », et il est
co-inventeur avec Newton (» chapitre 2) du calcul infinitésimal, c’est-a-dire du calcul
mathématique utilisant les dérivées. |
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Objectif

- Connaitre les bases élémentaires de la théorie des ensembles.
- Comprendre ce qu'est une fonction.

- Savoir utiliser les fonctions usuelles les plus simples.

- Découvrir la notion de raisonnement par récurrence.
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Le symbole € signifie

« appartient », et le symbole ¢

Kl Rappels sur les ensembles
EKHN Introduction

Toute 1’analyse mathématique moderne repose sur la théorie des ensembles. Nous
n’allons pas commencer par faire un cours général sur la théorie des ensembles, car
cela peut étre tres compliqué! Nous allons seulement introduire le minimum indis-
pensable.

Dans la vie courante, on a souvent besoin de regrouper des « objets » qui se res-
semblent. Par exemple les habits de taille S, ou bien les éleves d’un lycée qui
apprennent 1’allemand, etc. Dans tous les cas on a une collection d’objets qui vont
«ensemble » parce qu’ils ont quelque chose en commun.

En mathématiques, on appelle une telle collection d’objets un en-
semble, et chacun des objets en question est désigné par le nom

signifie « n’appartient pas ». d’élément. Par exemple, I’ensemble L des lettres de 1’alphabet com-

porte 26 éléments. L’ensemble des voyelles comporte 6 éléments. Si
on désigne par V ce dernier ensemble, alors V = {a; e; i; 0; u; y}, et on note a € V pour
signifier que la lettre a appartient a I’ensemble des voyelles. Comme b est une lettre
mais n’est pas une voyelle, on note alors b € L mais b ¢ V.

On peut définir un ensemble simplement en donnant la liste de ses éléments. On dit
que I’ensemble est défini en extension. Par exemple E = {2;3;4;5; 6}.

On peut aussi définir un ensemble en donnant une propriété qui caractérise ses élé-
ments. On dit que I’ensemble est défini en compréhension. Par exemple on peut dire
que E est ’ensemble des entiers compris entre 2 et 6. En notation mathématique, on
écrit E = {x; xentieret 2 < x < 6}.

On dit qu'un ensemble est fini s’il comporte un nombre fini d’éléments. On appelle
cardinal de cet ensemble le nombre de ses éléments. Par exemple ’ensemble E que
nous venons de considérer est fini, de cardinal égal a 5, et on note card(E) = 5.

On dit qu’un ensemble est infini s’il comporte un nombre infini d’éléments. Par
exemple I’ensemble N des entiers positifs ou nuls est un ensemble infini.

11 est utile également de considérer un ensemble qui n’a aucun élément. On appelle
ensemble vide un tel ensemble, et on le note @.

KPP Opérations sur les ensembles

Considérons deux ensembles A et B.
Définition 1.1

Quand tous les é€léments de 1’ensemble A sont aussi éléments de 1’ensemble B, on
dit que A est inclus dans B et on note A C B. On dit aussi que A est une partie
de B, ou que A est un sous-ensemble de B.
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Remarquons que I’écriture mathématique de la phrase « tous les éléments | 4 symbole V signifie « pour tout »
de A sont aussi éléments de B » est : et le symbole = signifie

Vx, xeA=>xeB «implique ».

Exemple 1.1

Toutes les voyelles sont des lettres, donc V C L. L’ensemble des voyelles est une « partie »
de I’ensemble des lettres.

A partir de deux ensembles A et B, on peut former d’autres ensembles a 1’aide des
opérations « union » et « intersection ». On les définit de la fagon suivante.

Définition 1.2

A U B est ’ensemble des éléments qui sont dans A ou dans B (ou dans les deux).
On lit « A union B ».

A N B est I’ensemble des éléments qui sont a la fois dans A et dans B.

On lit « A inter B ».

Il est pratique de représenter graphiquement les ensembles a 1’aide de diagrammes de
forme ovale. On appelle ces représentations des diagrammes de Venn.

ANB AUB

@) Lintersection AN B (® LunionAUB

A Figure 1.1 Diagrammes de Venn

Exemple 1.2
Notons D I’ensemble formé des 5 premieres lettres de I’alphabet, c.-a-d. D = {a; b; c; d; e}.

Alors si V est I’ensemble des voyelles, on a :

VNnD={aje} et VUD=\{a;b;c;d;e;i;o;u;y}

L’union est la fagcon ensembliste de dire « ou », I’intersection est la facon ensembliste
de dire « et ». Il est aussi utile de savoir dire « non » dans le langage de la théorie des
ensembles. C’est I’objet de la définition suivante.

Définition 1.3

Si A et B sont deux ensembles, alors A \ B désigne 1’ensemble des éléments qui
sont dans A mais pas dans B.
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Exemple 1.3

SiA={3;4,5;6;7}et B=1{6;7;8;9;10}, alors A \ B = {3;4;5}.

Définition 1.4

Si on est dans un ensemble E fixé, et qu’on consideére uniquement des parties
de E, alors le complémentaire de A dans E est I’ensemble de tous les éléments

de E qui ne sont pas dans A. On note A cette partie de E.
Pour tout partie A de E,onadonc A= E\A={x€E;x¢A}.

Exemple 1.4

Dans I’ensemble des lettres, il est clair que V¢ = C, ou C est I’ensemble des consonnes.
Autrement dit, le complémentaire de I’ensemble des voyelles est I’ensemble des consonnes.

Définition 1.5

Si E et F sont deux ensembles, on appelle produit cartésien de E et F, noté
E x F, I’ensemble de tous les couples (x;y)oux € Eety € F.Si1E = F, le
produit cartésien E x E est noté E>.

On peut aussi considérer le produit cartésien de n ensembles Ej, ..., E,. Cest

I’ensemble noté E; X ... X E,, de tous les n-uplets (xi;...; x,), ou x; € E; pour
tout i. Si tous les E; sont égaux, le produit cartésien Ej X ... X E, est noté E".

Un couple (x; y) est un ensemble ordonné de deux éléments. Un n-uplet (x;,x2,...,X,)
est un ensemble ordonné de n éléments.

Exemple 1.5

1. SiE ={a;b;c}et F ={2;3},alors E X F = {(a;2),(a;3),(b;2),(b;3),(c;2),(c;3)}.
2. SiE = {j;k}, alors E* = {(j; /),(j; k), (ks ), (k: k).

Remarquons que dans un couple, I’ordre compte. Ainsi (j; k) # (k; j). De méme, dans
un n-uplet (x;...; x,,), I’ordre compte.

EEJ Les ensembles de nombres

En mathématiques, on s’intéresse beaucoup aux nombres, donc aussi aux ensembles
de nombres. Ce que nous venons de voir sur les ensembles s’applique bien siir aux
ensembles de nombres. Rappelons quels sont les principaux ensembles de nombres
qu’il est utile de connaitre.

Les nombres entiers et rationnels

= [’ensemble des nombres entiers positifs ou nuls est noté N. On I’appelle aussi en-
semble des entiers naturels. On a N = {0; 1;2; 3;...}.

= [’ensemble des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls est noté Z. On 1’appelle
aussi ensemble des entiers relatifs. OnaZ = {...; -3;-2;-1;0; 1;2;3;...}.
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= [’ensemble des nombres rationnels est noté Q. C’est I’ensemble des nombres qui
s’écrivent comme un entier divisé par un autre entier.

OnaQ:{QoﬁpeZetqu,avecq#O}.
q

On ajoute en indice le signe + quand on veut se restreindre aux nombres positifs, et
le signe — quand on veut se restreindre aux nombres négatifs. On met en exposant le
signe * pour préciser que 1’on enleve le nombre 0.

Exemple 1.6

Q ={xeQx=0}
Q; ={xeQ; x>0}
Z_ ={xeZ,x<0}

L'ensemble R des nombres réels

Il est souvent pratique de représenter les nombres sur une droite. Les nombres entiers
peuvent étre ainsi représentés comme des graduations sur cette droite.

A Figure 1.2 Les nombres sur la droite

On voit clairement qu’avec les nombres entiers, il y a des « trous » sur la droite. Au-
trement dit, il y a beaucoup plus de points sur la droite que de nombres entiers. Les
points strictement compris entre 1 et 2 par exemple, ne correspondent & aucun entier.

Si on représente les nombres rationnels sur cette méme droite, alors on a I’impression
de «boucher les trous » entre les points représentant les entiers. En effet, il y a une
infinité de rationnels compris par exemple entre 1 et 2. Bouche-t-on complétement
tous les trous en procédant ainsi? Autrement dit, toute longueur représentable sur
la droite correspond-elle a un nombre rationnel ? On sait depuis 1’ Antiquité que la
réponse est négative. Les anciens Grecs en effet savaient que si on considere un carré
de coté 1, la longueur de la diagonale (que nous notons de nos jours V2) ne correspond
a aucun rationnel.

Il n’existe pas d’entiers p et g tels que P longueur du coté de la diagonale = V2.
q

Cette découverte avait beaucoup perturbé les mathématiciens grecs. Bien que les ra-
tionnels soient trés nombreux, quand on les représente sur une droite, il y a encore des
trous ! Pour combler ces trous, ¢’est-a-dire pour que chaque point corresponde a un
nombre, nous allons utiliser la notation décimale des nombres. Un entier s’écrit bien
stir sans chiffre apres la virgule. Un rationnel non entier peut s’écrire avec un nombre
fini ou infini de chiffres apres la virgule.

4 72

18
Par exemple : 5= 3,6 ; 3= 1,333... ; = 6,545454...
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Si un rationnel s’écrit avec un nombre infini de chiffres apres la virgule, alors son
développement décimal’ est toujours périodique. Pour combler les trous sur la ligne,
il suffit d’accepter les développements décimaux infinis non périodiques. On appelle
R I’ensemble des nombres qui ont une écriture décimale avec un nombre fini ou infini
de chiffres apres la virgule, que ce développement décimal soit périodique ou pas. Un
tel nombre sera appelé nombre réel, et R est I’ensemble des nombres réels. Il est clair
que N c Z c Q c R. Comme pour Z et Q, on a les notations :

Ry={xeR; x>0}
R_o={xeR; x<0}
R*={xeR; x=#0}

L'ensemble C des nombres complexes

Nous avons vu que dans I’ensemble Q des nombres rationnels, il n’y a pas de solution
al’équation x> = 2 (la diagonale du carré de coté 1 n’est pas rationnelle). La construc-
tion de R permet d’avoir des solutions a I’équation x* = 2 (et aussi a x> = 3, etc.). Il
serait utile aussi d’avoir des solutions & 1’équation x> = —1. Mais dans R il n’y en a
pas, car le carré d’un nombre réel est toujours positif.

L’ensemble C des nombres complexes permet de résoudre ce type d’équations (et bien
d’autres...). Cet ensemble est par construction plus grand que R, c’est-a-dire R ¢ C.
Nous avons vu que R peut étre représenté comme une droite (sans trous...). C peut étre
représenté comme un plan. Nous n’en dirons pas plus sur ce sujet, car dans ce livre
nous travaillerons seulement sur I’ensemble R.

Les intervalles de R

Les intervalles sont des parties de R qui méritent une étude particuliere.
Définition 1.6
Si I est une partie de R, on dit que / est un intervalle si pour tout x, y € I,
I’ensemble / contient tous les nombres réels compris entre x et y.
On distingue les intervalles fermés (qui contiennent leurs extrémités), les inter-

valles ouverts (qui ne contiennent aucune de leurs extrémités) et les intervalles
semi-ouverts.

Dans R, on a des notations spécifiques pour les intervalles. Si a et b sont deux nombres
réels donnés, avec a < b, alors on note :

[a;b] = {x € R; a < x < b} qui est I'intervalle fermé d’extrémités a et b.

Ja; b[= {x € R; a < x < b} qui est I'intervalle ouvert d’extrémités a et b.
On a aussi les intervalles semi-ouverts :

la;b[={x€eR;a < x< b}

la;bl={xeR;a< x < b}

1 Le «développement décimal » signifie la suite des chiffres apreés la virgule. Il est périodique s’il est
composé d’une méme suite de chiffres répétée indéfiniment.
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Enfin, il y a les intervalles non bornés : o0 est le symbole mathématique
[a; +oo = {x € R; a < x} qui est fermé désignant Iinfini.
la; +oo[ = {x € R; a < x} qui est ouvert
] — c0;a] = {x € R; x < a} qui est fermé

] — o05a[={x € R; x < a} qui est ouvert

L’ensemble vide est un intervalle, on peut par exemple I’écrire @ =]1; 1.
R est lui-méme un intervalle. On peut I’écrire R =] — co; +00[.
On peut remarquer facilement qu’une intersection d’intervalles est un intervalle. En
revanche, une union d’intervalles n’est pas forcément un intervalle.
Exemple 1.7
Intersections d’intervalles :

[2;51N1356] =]3;5]

1= L +6] N [2; +o0[=[2;6]

[2;4]N[7;10] = @
Unions d’intervalles :

[2; 151U 15;32[= [2; 32] est un intervalle.

[2; 5] U]15;32[ n’est pas un intervalle.

Définition 1.7

L’intérieur d’un intervalle [ est par définition cet intervalle auquel on a enlevé les
extrémités. On le notera int(/).
On dit que xp est un point intérieur a [ s’il est élément de int(/).

Exemple 1.8

Si I = [3;5], son intérieur est int(/) =]3; 5[

Si I = [4; 8], son intérieur est int(/) =]4; [

Si I = [2; +oo[, son intérieur est int(/) =]2; +oo[

Définition 1.8

Si xp € R, on dit qu’une propriété P(x) est vraie au voisinage de xj si elle est
vraie pour tout x suffisamment proche de xj, autrement dit s’il existe un nombre
r > 0 (méme petit), tel que P(x) est vraie pour tout x € Jxg — r; xo + 7[.

Cette notion de propriété vraie « au voisinage de » est utile quand on parle de conti-
nuité ou de dérivabilité des fonctions (» chapitres 2 et 4).

Exemple 1.9

On peut dire que la propriété « x(2 — x) > 0 » est vraie au voisinage de xo = 1, car pour tout
x €]0;2[, on a x(2 — x) > 0. Par contre cette propriété est fausse au voisinage de 2, car pour
tout x > 2, on a x(2 — x) < 0 (méme pour x trés proche de 2).
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KR Majorants, minorants

Quand on considere un ensemble de nombre réels, méme défini de facon un peu abs-
traite, il est utile de savoir si ses éléments sont bornés, c’est-a-dire encadrés par deux
nombres donnés, ou bien s’ils peuvent étre aussi grands que 1’on veut. C’est 1’objet
des définitions suivantes. Considérons une partie non vide A de R.

Définition 1.9
m On dit que A est minorée s’il existe k € R tel que k < x pour tout x € A. On dit
alors que k est un minorant de A.

m On dit que A est majorée s’il existe K € R tel que K > x pour tout x € A. On
dit alors que K est un majorant de A.

m On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple 1.10

— Soit A} = [1;+co[. Alors A; est minorée mais n’est pas majorée. Tous les nombres réels
inférieurs ou égaux a 1 sont des minorants de A;.

— Soit A; = [-3;7[. Alors A, est minorée et majorée, donc bornée.

— Soit A3 = N. Alors Az est minorée par 0 mais pas majorée.

Définition 1.10

m On dit que A admet un plus petit élément s’il existe un élément m de A qui
minore tous les autres. On note m = min(A).

m On dit que A admet un plus grand élément s’il existe un élément M de A qui
majore tous les autres. On note M = max(A).

Exemple 1.11

Soit A = [3;5[. Il est clair que A admet un plus petit élément qui est m = 3. Par contre, A
n’admet pas de plus grand élément. (Le nombre 5 majore A mais il n’appartient pas a A.)

Proposition 1.1

— Si A est une partie non vide majorée de R, alors I’ensemble de ses majorants
admet toujours un plus petit élément. On le note sup(A), et on 1’appelle borne
supérieure de A.

— Si A est une partie non vide minorée de R, alors I’ensemble de ses minorants
admet toujours un plus grand élément. On le note inf(A), et on I’appelle borne
inférieure de A.

11 s’agit d’une propriété importante de I’ensemble R, que nous ne démontrerons pas.
Notons que ceci n’est pas vrai dans Q. Par exemple, soit B = {x € Q; x> < 2}. Cet
ensemble est majoré dans Q, mais n’admet pas de borne supérieure dans Q. Par contre,
il admet une borne supérieure dans R, il s’agit de V2.
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Exemple 1.12

Soit A =]2; +oo[. Ici A n’est pas majorée, donc n’a pas de borne supérieure. En revanche,
elle est minorée ; sa borne inférieure est 2. Néanmoins elle n’a pas de plus petit élément.

P31 Fonctions

IPXHN Qu'est-ce qu'une fonction?

Dans la vie courante, on dit qu’'une chose est « fonction » d’une autre, si la premiere
chose dépend de la seconde. Par exemple, les vétements qu’une personne porte sont
fonction du temps qu’il fait. S’il pleut, elle porte un imperméable, s’il fait froid, elle
porte un manteau, etc. En géométrie, la surface d’un carré est fonction du coté du
carré : si le co6té mesure 10 cm, alors la surface est 100 cmz, si le co6té mesure 20 cm,
la surface est 400 cm?, etc. En économie, on peut dire que le chdmage est fonction de
la croissance. Ces exemples vont nous aider a comprendre la définition mathématique
d’une fonction.

Etant donnés deux ensembles A et B, on a la définition suivante.

Définition 1.11

Une fonction f de A dans B est une regle qui, a chaque élément de A, associe au
plus un élément de B.

Pour tout x € A, on note f(x) I’élément de B (s’il existe) qui lui est associé par la
fonction f. On appelle A I’ensemble de départ, et B I’ensemble d’arrivée.

Notation
On peut résumer ce qui précede a 1’aide de la notation symbolique suivante :
f:A—>B
x = f(x)

Si on représente graphiquement les ensembles A et B par des diagrammes de Venn,
il est d’usage de représenter la fonction f par des fleches qui vont des éléments de A
vers les éléments de B (» figure 1.3).

A B

A Figure 1.3 Une fonction de A dans B

: les bases
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Exemple 1.13

On note le bénéfice d’une petite entreprise lors de quatre années consécutives dans le tableau
suivant.

EIES 010 2011 2012 2013
IEEECEEEY 17235 18201 16475 16953

On peut dire que le bénéfice est fonction de I’année. Ecrivons-le mathématique-
ment, avec les notations précédentes. Ici A est I’ensemble des années, c’est-a-dire
A =1{2010;2011;2012;2013}. De plus, B est I’ensemble des bénéfices possibles ; disons pour
simplifier : B = R. Notre fonction f associe ici a chaque année le bénéfice effectivement réa-
lisé. On a donc :

f(2010) = 17235
f(2011) = 18201
f(2012) = 16475
f(2013) = 16953

Exemple 1.14

A chaque nombre entier positif ou nul, on associe le double de ce nombre. La fonction f est
alors définie de N dans N. On ne peut pas comme dans 1’exemple précédent énumérer chaque
élément de I’ensemble de départ, puisque celui-ci est infini. On écrit alors plutot :

pour tout x € N, f(x) =2x

Quand f est une fonction de A dans B, écrire y = f(x) signifie donc que 'ona: xe€ A,y € B,
et y est associé a x par la fonction f. On dit alors que y est I'image de x par f, et que x est
I’antécédent de y par f.

Dans notre exemple 1.13, le nombre 17235 est I'image de 2010 par f, et 2010 est
I’antécédent de 17 235 par f.

Dans notre exemple 1.14, le nombre 16 est I’'image de 8 par f, et 8 est I’antécédent
de 16 par f.

Remarquons que dans notre définition de la notion de fonction, nous avons dit que
f associe au plus un élément de B a chaque élément de A. Tout élément x de A a
donc zéro ou une image par la fonction f. Quand on étudie la fonction f, les éléments
de A qui nous intéressent sont ceux qui ont une image. C’est pourquoi on introduit les
définitions suivantes.

Définition 1.12

Si f est une fonction de A dans B, on appelle domaine de définition de f 1’en-
semble des éléments de A qui ont une image par f. On le note D;.

L’image de f est I’ensemble des éléments de B qui sont I’image d’au moins un
élément de A. On la note Im(f) ou f(A).



